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Введение
Современные металлургические технологии 
по получению черных и цветных металлов и их 
сплавов в виде слитков широко используют мед-
ные кристаллизаторы, которые являются важней-
шими элементами машины непрерывного литья 
заготовок (МНЛЗ) [1], процесса электрошлако-
вого переплава [2], вакуумно-дугового переплава 
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[3, 4], электронно-лучевого переплава [5] и др. От 
работы кристаллизаторов зависит производитель-
ность агрегатов и качество получаемых слитков. 
Конструкция кристаллизатора должна обеспечи-
вать хороший теплоотвод, высокую химическую 
и механическую стойкость, а также безопасность 
работы. 
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Теплопередача через стенки медного кристал-
лизатора осуществляется посредством воды, про-
текающей по системе каналов. Для каждой стен-
ки кристаллизатора может применяться как схема 
прямоточного движения воды в каналах, когда во-
да подается сверху вниз, т.е. в направлении движе-
ния непрерывного слитка, так и противоточного 
движения с подачей воды снизу вверх, т.е. в на-
правлении, противоположном движению фронта 
кристаллизации. Потери напора, обусловленные 
большими гидравлическими сопротивлениями в 
системе охлаждения, равно как и неудачная схема 
охлаждения, могут привести к снижению давле-
ния, т.е. падению температуры на линии насыще-
ния, возникновению нежелательного местного ки-
пения воды и ухудшению тепловой работы крис-
таллизатора.
Медные кристаллизаторы могут иметь круглые 
или щелевые каналы различных форм — прямо-
угольные, трапецеидальные и др. [6, 7]. Отсюда 
актуальными являются задачи теоретического 
анализа при выборе конструкции стенки кристал-
лизатора, что, в свою очередь, требует определения 
потерь давления в различных стенках кристалли-
затора в зависимости от геометрических харак-
теристик и технологических параметров, а также 
значений давления и скорости в каждом водяном 
канале. 
Наиболее распространенными являются мед-
ные стенки кристаллизаторов с последовательным 
и сложным соединениями каналов, как это пока-
зано на рис. 1. При последовательном соединении 
трубопроводов (см. рис. 1, а) гидравлический расчет 
не вызывает особых трудностей, так как расход жид-
кости (Q0) во всех трубах будет одинаковым и полная 
потеря напора в гидравлической системе равна сум-
ме потерь напора во всех последовательно соеди-
ненных трубах.
Более сложным является гидравлический расчет 
вертикальной стенки кристаллизатора, имеющей 
произвольное число периодически повторяющихся 
вертикальных и горизонтальных каналов (см. рис. 1, 
б). В зависимости от конструкции подача воды мо-
жет осуществляться снизу или сверху через сечения 
0 или 0′ соответственно, а отвод воды — через сече-
ния 0, 0′, M, M ′.
Цель работы состояла в создании алгоритма гид-
равлического расчета стенки кристаллизатора со 
сложным соединением вертикальных и горизон-
тальных каналов. 
Математическая модель
Рассмотрим вертикальную стенку кристалли-
затора, на которую снизу (или сверху) подается 
вода с известным расходом Q0 или заданным пе-
репадом давления ΔP между сечениями 0 и 0′ (см. 
рис. 1, б). Требуется определить перепад давления 
ΔP либо общий расход воды Q0, а также расходы и 
давления воды во всех вертикальных и горизон-
тальных каналах круглой, прямоугольной или 
других форм. 
Обозначим площади сечения горизонтальных и 
вертикальных каналов соответственно F и f. Пусть 
известны длины вертикального (lв) и горизонталь-
ного (lг) каналов, а также их диаметры — d и D со-
ответственно. Для труб некруглого сечения в ка-
честве диаметра трубы используют эквивалентный 
диаметр dэ = 4f/p, где f — площадь живого сечения, 
p — периметр канала.
Для произвольного количества (M) вертикаль-
ных каналов имеем 2M особых точек гидравличес-
кой системы, где наблюдаются местные сопротив-
Рис. 1. Схема гидравлической работы 
стенки кристаллизатора
а – последовательное соединение каналов 
б – сложное соединение каналов
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ления, — эти точки будем обозначать как 1, 1′, 2, 2′ 
и т.д. (см. рис. 1, б). 
Данная гидравлическая система имеет L = 2M – 2 
узлов, так как самый правый вертикальный канал 
не образует разветвления потока воды. В данной 
постановке неизвестными являются расходы воды, 
проходящей в M вертикальных и в M – 2 горизон-
тальных каналах, — всего 2M – 2 расхода. Неизвест-
ными также являются давления во всех узлах и на 
выходе из кристаллизатора, — всего L + 1 давление. 
Общее число неизвестных составляет X = L + 1 +
+ 2M – 2 = 2L + 1, или, в зависимости от числа вер-
тикальных каналов, X = 4M – 3.
При разработке математической модели для опреде-
ления неизвестных расходов жидкости в горизонталь-
ных и вертикальных каналах использовали условия 
балансов расходов воды и гидравлических напоров. 
Для расчета неизвестных расходов жидкости при-
меняли законы Кирхгофа. Для узлов j = 1, 2, ..., M – 1 
записывали уравнения на основе условия баланса 
расходов:
Введем обозначение Uj = Qj+1, j (причем U0 =
= Q10 = Q0; UM–1 = QM), получим систему из M – 1 
уравнений:
  (1)
где j = 1, 2, ... , M – 1.
Составим дополнительные уравнения на основе 
условия баланса напоров для M – 1 контуров. Обход 
будем производить по направлению против хода ча-
совой стрелки. Для произвольного контура (i)—(i +
+ 1)—(i + 1)′—(i)′—(i) имеем (см. рис. 1, б)
  (2)
где i = 1, 2, .. , M – 1;  — по-
тери напора по длине в i-м вертикальном канале при 
разных способах подачи воды (ϕ = 1 при подаче во-
ды снизу и ϕ = –1 при подаче воды сверху стенки);
 — потери напора по длине в i-м 
горизонтальном канале; hп, h′п, hб, h′б — местные по-
тери напора проходных и боковых потоков при их 
делении и соединении под углом 90° (определялись
по формулам В.П. Зубова [8]);  — 
коэффициент гидравлического трения (формула 
А.Д. Альтшуля); Re — число Рейнольдса; Δэ — экви-
валентная шероховатость. Для гладких труб из лату-
ни, меди и свинца Δэ = 0,0015÷0,01 [8, 9].
Из уравнения (1) выразим Qi = Ui–1 – Ui  и, подста-
вив его в (2), получим
  (3)
При известном расходе воды через стенку Q0 дан-
ную систему M – 1 нелинейных уравнений можно 
решить, дополнив ее уравнениями
  (4)
В случае, если известен (или задан) перепад дав-
ления воды ΔP между сечениями 0 и 0′, тогда систему 
(3) можно решить, включив в нее вместо (4) следую-
щие условия:
  (5)
где γ = ρg; ρ — плотность воды.
Полученная система нелинейных уравнений (3), 
(4) или (3), (5) решалась итерационным методом 
сопряженных градиентов (Conjugate Gradient). На-
чальные расходы воды в горизонтальных и верти-
кальных каналах задавались, соответственно, как 
  (6)




Зная расходы воды во всех каналах, определялись 
перепады давления в отдельных точках гидравличес-
кой системы относительно входного давления (Pi и 
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где k = 2, 3, ..., M. Потери напора в k-м вертикальном 
канале определяются как ΔPk = ⏐Pk – P′k⏐.
Такой подход и итерационный алгоритм расчета 
позволяют без особых принципиальных измене-
ний проводить гидравлический расчет при нижней 
и верхней подачах воды, задавая, в зависимости от 
исходных условий, расход воды или перепад давле-
ния на рассматриваемой стенке кристаллизатора. 
Незначительная доработка системы нелинейных 
уравнений (3) и условий (4), (5) позволит проводить 
гидравлические расчеты для конструкций с отводом 
воды через сечения M или M′ (см. рис. 1, б).
При сравнении гидравлической работы различ-
ных вариантов стенки кристаллизатора важными 
являются такие характеристики, как средний и 
максимальный разбросы скоростей (в вертикаль-
ных каналах кристаллизатора):
где  — средняя скорость в каналах.
По разработанной математической модели создана 
компьютерная программа «Кристаллизатор-гидрав-
лика» в среде «Matlab» (v. 7.11), позволяющая прово-
дить гидравлический расчет стенки кристаллизатора, 
имеющей произвольное количество водяных кана-
лов различных форм и размеров [7]. При этом можно 
вводить и редактировать исходные данные, которые 
представляются в виде наглядных рисунков, схем и 
чертежей. Результаты компьютерного моделирования 
выдаются в виде таблиц, графиков и диаграмм.
Компьютерное моделирование
С использованием созданной компьютерной 
программы проведено моделирование гидравли-
ческой работы системы охлаждения медной стенки 
кристаллизатора, имеющей 3 вертикальных цилин-
дрических канала. Основные исходные данные для 
моделирования сведены в табл. 1. При расходе воды, 
равном Q0 = 17 м
3/ч, скорости воды в вертикальных 
каналах составили, м/с: V1 = 5,03; V2 = 4,95; V3 = 5,05 
(δ = 0,8 %, δmax = 1,2 %). На рис. 2 показаны перепа-
ды давления в узлах относительно входного давле-
ния при подаче воды снизу и сверху. 
Рассмотренный алгоритм расчета позволяет по-
лучать зависимости перепада давления в стенке 
кристаллизатора и его узлах от расхода воды (рис. 3). 
Таблица 1
Исходные данные для гидравлического расчета кристаллизатора с 3 вертикальными каналами
Параметр Обозначение Единица измерения Значение
Диаметр вертикальных каналов d мм 20
Диаметр горизонтальных каналов D мм 35
Высота вертикальных каналов lв мм 1080
Расстояние между вертикальными каналами lг мм 35
Кинематическая вязкость воды ν м2/c 0,805·10–6
Эквивалентная шероховатость медных каналов Δэ мм 0,01
Рис. 2. Перепады давления в узлах относительно 
входного давления при подаче воды в стенку 
кристаллизатора с расходом Q0 = 17 м
3/ч 
a – подача воды снизу; б – сверху
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Кроме этого можно анализировать зависимости пе-
репада давления от различных геометрических ха-
рактеристик, например от диаметров вертикальных 
и горизонтальных каналов (рис. 4). Установлено (см. 
рис. 4), что с увеличением диаметра каналов пере-
пад давления уменьшается и, начиная с некоторо-
го значения, перестает существенно меняться. Это 
означает, что в уравнениях баланса напоров потери 
напора, зависящие от диаметра каналов, уменьша-
ются настолько, что уже существенно не влияют на 
общий перепад давления.
Для проверки адекватности созданной компьютер-
ной модели выполнено сравнение полученных дан-
ных с расчетными исследованиями гидравлической 
работы узких стенок кристаллизатора МНЛЗ фирмы 
«Уралмаш—Металлургическое оборудование» (г. Ека-
теринбург). Ее сотрудниками проведено моделирова-
ние для медной стенки с цилиндрическими и фрезеро-
ванными прямоугольными каналами при подаче воды 
напрямую снизу [10]. Основные исходные данные для 
гидравлического расчета сведены в табл. 2. 
Для стенок с круглыми и фрезерованными пря-
моугольными каналами на рис. 5 показаны резуль-
таты моделирования потерь давления и скоростей 
течения воды по каналам. При этом для цилиндри-
ческих каналов δ = 1,4 %, δmax = 2,8 %, а для прямо-
угольных — δ = 1,67 %, δmax = 3,9 %. 
Сравнительный анализ показал, что максималь-
ная относительная разница между полученными 
значениями давлений и скоростей и аналогичными 
данными работы [10] не превышает 12 %. С учетом 
того, что из работы [10] не все исходные параметры 
моделирования удалось установить достоверно, по-
лученный результат по проверке адекватности ком-
пьютерной модели можно считать вполне удовлет-
ворительным.
Рис. 3. Зависимости перепадов давления 
для стенки кристаллизатора в узлах 0′, 2′, 3′ 
от расхода воды при ее подаче снизу
Рис. 4. Зависимость перепада давления 
на кристаллизаторе от диаметра
1 – вертикальные каналы; 2 – горизонтальные
Рис. 5. Распределение потерь давления (а) и скоростей (б) 
течения воды по каналам в стенках кристаллизаторов, 
имеющих цилиндрические (∅20 мм, выделены светлым) 
или прямоугольные (6×20 мм, темные) каналы
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Заключение
Таким образом, разработан алгоритм гидравличес-
кого расчета стенки кристаллизатора, имеющей произ-
вольное число горизонтальных и вертикальных кана-
лов. Созданная компьютерная программа может быть 
полезна при конструировании новых медных кристал-
лизаторов, для выбора наиболее рациональных режи-
мов их тепловой и гидродинамической работы, а также 
при реконструкции уже существующих кристаллиза-
торов с целью перехода от конструкции стенок со свер-
леными к щелевым охлаждающим каналам.
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Таблица 2
Исходные данные для гидравлического расчета 
узкой стенки кристаллизатора МНЛЗ 


















Число каналов M – 4













Число каналов M – 6
Расход воды Q0 м
3/ч 9,5
Общие параметры
Эквивалентная 
шероховатость 
медных каналов
Δэ мм 0,01
Высота 
вертикальных каналов
lв мм 1000
